                             Лекция 11



        ЛИНЕЙНЫЕ ОПЕРАТОРЫ В КОНЕЧНОМЕРНЫХ ПРОСТРАНСТВАХ



     Определение 1. Линейным оператором � EMBED Equation.2  ���, действующим в линейном

пространстве � EMBED Equation.2  ��� над числовым полем К (или линейным преобразованием

линейного пространства � EMBED Equation.2  ���над числовым полем К), называется правило,

по которому каждому элементу � EMBED Equation.2  ��� ставится в соответствие определенный элемент � EMBED Equation.2  ���:

                            � EMBED Equation.2  ���,

причем для любых элементов � EMBED Equation.2  ��� и любого числа � EMBED Equation.2  ��� из поля К

выполняются равенства:

      � EMBED Equation.2  ��� (аддитивное свойство);

      � EMBED Equation.2  ���        (свойство однородности).



     При этом используют следующую терминологию: элемент � EMBED Equation.2  ��� называют

образом элемента � EMBED Equation.2  ��� при данном линейном преобразовании � EMBED Equation.2  ��� (или результатом действия оператора � EMBED Equation.2  ��� на элемент � EMBED Equation.2  ���), элемент � EMBED Equation.2  ��� называют

прообразом элемента � EMBED Equation.2  ���.

     Определение 2. Оператор � EMBED Equation.2  ���, действующий по правилу � EMBED Equation.2  ��� для

любого элемента � EMBED Equation.2  ���, называется нулевым оператором (или

нуль-оператором).



     Определение 3. Оператор � EMBED Equation.2  ���, действующий по правилу � EMBED Equation.2  ���� EMBED Equation.2  ��� для

любого элемента � EMBED Equation.2  ���, называется тождественным или единичным

оператором.



     Определение 4. Суммой � EMBED Equation.2  ��� линейных операторов � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ��� называют оператор � EMBED Equation.2  ��� такой, что � EMBED Equation.2  ���.



     Определение 5. Произведением � EMBED Equation.2  ��� линейного оператора � EMBED Equation.2  ��� на число

� EMBED Equation.2  ��� из поля К называется оператор � EMBED Equation.2  ��� такой, что � EMBED Equation.2  ���.

     Определение 6. Произведением � EMBED Equation.2  ��� линейных операторов � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ���,

действующих в линейном пространстве � EMBED Equation.2  ���, называется оператор � EMBED Equation.2  ��� такой, что � EMBED Equation.2  ���.

     Определение 7. Операторы � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ��� называются равными, если

� EMBED Equation.2  ���.

     Теорема 1. Если � EMBED Equation.2  ��� - линейные операторы и � EMBED Equation.2  ���, то � EMBED Equation.2  ��� - линейные операторы.

   Справедливы следующие свойства операций над линейными операторами:

       � EMBED Equation.2  ��� .           � EMBED Equation.2  ��� .

       � EMBED Equation.2  ���.         � EMBED Equation.2  ���.



               Матричная запись линейных операторов



     Пусть в линейном пространстве � EMBED Equation.2  ��� фиксирован некоторый базис

� EMBED Equation.2  ���. Тогда � EMBED Equation.2  ���, где

� EMBED Equation.2  ���, - разложение произвольного элемента � EMBED Equation.2  ��� по этому базису. Разложим элементы � EMBED Equation.2  ��� по базису � EMBED Equation.2  ���:

              � EMBED Equation.2  ���,

(1)           � EMBED Equation.2  ���,

               . . . . . . . . . . . .

              � EMBED Equation.2  ���.

Матрица � EMBED Equation.2  ��� называется матрицей оператора � EMBED Equation.2  ���

в базисе � EMBED Equation.2  ���. Равенства (1) могут быть записаны в матричном

виде

                     � EMBED Equation.2  ���,

где � EMBED Equation.2  ��� - матрица-строка, состоящая из образов

базисных векторов.



     Определение 8. Линейный оператор � EMBED Equation.2  ��� называется обратным

к оператору � EMBED Equation.2  ���, если � EMBED Equation.2  ���.

     Оператор, обратный к оператору � EMBED Equation.2  ���, обозначается � EMBED Equation.2  ���.



     Теорема 2. Если операторы равны, то в любом базисе равны

и матрицы этих операторов.



     Теорема 3. � EMBED Equation.2  ���;   � EMBED Equation.2  ���;

                � EMBED Equation.2  ���;     � EMBED Equation.2  ���;

                � EMBED Equation.2  ��� Если � EMBED Equation.2  ���, то � EMBED Equation.2  ���.



     Теорема 4. При переходе от базиса � EMBED Equation.2  ��� к базису

� EMBED Equation.2  ���, осуществляемом по формуле � EMBED Equation.2  ���, где � EMBED Equation.2  ��� -

- матрица перехода, матрица оператора � EMBED Equation.2  ��� преобразуется по формуле


       
(2)
           
 � EMBED Equation.2  ���.














    
                   
 Пример
 
1
.



     Пусть в трехмерном пространстве задана прямоугольная декартова


система координат 
�
 
EMBED 
Equation.2 
 
�
�
�
 и прямая 
�
 
EMBED 
Equation.2 
 
�
�
�
. Определим оператор


ортогонального проектирования на прямую 
�
 
EMBED 
Equation.2 
 
�
�
�
, 
как оператор 
�
 
EMBED 
Equation.2 
 
�
�
�
, который


любому вектору 
�
 
EMBED 
Equation.2 
 
�
�
�
 ставит в соответствие вектор 
�
 
EMBED 
Equation.2 
 
�
�
�
 так, что

точка 
�
 
EMBED 
Equation.2 
 
�
�
�
 является ортогональной проекцией точки 
�
 
EMBED 
Equation.2 
 
�
�
�
 на прямую 
�
 
EMBED 
Equation.2 
 
�
�
�
.

Найдем матрицу оператора 
�
 
EMBED 
Equation.2 
 
�
�
�
, используя формулу (2). Для этого выберем новый базис, состоящий из векторов 
�
 
EMBED 
Equation.2 
 
�
�
�
 
. Пусть 
столбцы 
координат
 этих векторов
 имеют вид



�
 
EMBED 
Equation.2 
 
�
�
�
. В этом случае матрица перехода

от базиса 
�
 
EMBED 
Equation.2 
 
�
�
�
 к базису 
�
 
EMBED 
Equation.2 
 
�
�
�
 
 и обратная к ней имею
т вид 
�
 
EMBED 
Equation.2 
 
�
�
�
,


�
 
EMBED 
Equation.2 
 
�
�
�
.
 Кроме того, 
�
 
EMBED 
Equation.2 
 
�
�
�
, поэтому


�
 
EMBED 
Equation.2 
 
�
�
�
 и 
�
 
EMBED 
Equation.2 
 
�
�
�
.



                    Пример 2.


     В пространстве 
�
 
EMBED 
Equation.2 
 
�
�
�
 многочленов 
�
 
EMBED 
Equation.2 
 
�
�
�
 степени не выше третьей найдем матрицу оператора дифференцирования 
�
 
EMBED 
Equation.2 
 
�
�
�
 в

базисе 
�
 
EMBED 
Equation.2 
 
�
�
�
. Поскольку 
   
�
 
EMBED 
Equation.2 
 
�
�
�
, то 
�
 
EMBED 
Equation.2 
 
�
�
�
.





                   Пример 3.


     Пусть оператор 
�
 
EMBED 
Equation.2 
 
�
�
�
 действует по пра
вилу
 
�
 
EMBED 
Equation.2 
 
�
�
�
.


Найдем матрицы
 операторов 
�
 
EMBED 
Equation.2 
 
�
�
�
 и 
�
 
EMBED 
Equation.2 
 
�
�
�
 
и явный вид обратного оператора:



�
 
EMBED 
Equation.2 
 
�
�
�
, 
�
 
EMBED 
Equation.2 
 
�
�
�
.



