                               Лекция 2








                       Теория определителей








     Понятие определителя вводится лишь для квадратных матриц.





Для записи определителя используется обозначение � EMBED Equation.2  ��� или � EMBED Equation.2  ���.





     Определение 1. Определителем матрицы размерности 1 х 1 , то есть матрицы,состоящей из одного элемента � EMBED Equation.2  ���, называется само число  � EMBED Equation.2  ���:


                     � EMBED Equation.2  ��� .





     Определение 2. Определителем второго порядка матрицы � EMBED Equation.2  ���


называется число � EMBED Equation.2  ���.





     Определение 3. Определителем третьего порядка называется число,


которое вычисляется следующим образом:


� EMBED Equation.2  ���


Таким образом, определителем порядка n при n=1, n=2, n=3 называют число равное алгебраической сумме n! слагаемых. Каждое слагаемое, называемое членом определителя, есть произведение n элементов матрицы, среди которых никакие два не стоят в одном столбце или в одной строке. Заметим, что в приведенных определениях 1 и 2 сомножители всех членов определителя расположены в порядке возрастания номера столбца.





     Определение 4. Перестановкой n-ого порядка называется любое


упорядоченное расположение чисел 1, 2, 3,..., n.


  Например, имеются две перестановки второго порядка - (1 2) и (2 1).


Перечислим перестановки третьего порядка, рассмотрев индексы строк в


членах определителя третьего порядка. Для первых трех членов - это


перестановки (1 2 3), (2 3 1) и (3 1 2), для следующих трех членов -


это перестановки (3 2 1), (2 1 3) и (1 3 2).





               Примеры





1) (2 1 3 4), (4 1 2 3) - перестановки четвертого порядка,


2) (1 3 5 4 2), (2 3 5 4 1) - перестановки пятого порядка.





     Лемма. Число всех перестановок n-ого порядка равно n!.





     Говорят, что пара чисел � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ��� в перестановке n-ого порядка  � EMBED Equation.2  ���образуют беспорядок (инверсию), если � EMBED Equation.2  ��� и при этом � EMBED Equation.2  ���.


Это означает также, что � EMBED Equation.2  ���.


     Число всех беспорядков в перестановке � EMBED Equation.2  ��� будем обозначать � EMBED Equation.2  ���.











                           Примеры





1) В перестановке пятого порядка (5 1 2 3 4) только пары чисел (5 1),  (5 2),(5 3)и(5 4) образуют беспорядки, поэтому � EMBED Equation.2  ���.


2) � EMBED Equation.2  ���.





     Определение 5. Определителем n-ого порядка матрицы � EMBED Equation.2  ���


называется алгебраическая сумма n! слагаемых :


 (1)        � EMBED Equation.2  ���.


     Для обозначения определителя будем употреблять также записи � EMBED Equation.2  ���


и � EMBED Equation.2  ���. В частности, � EMBED Equation.2  ���- определитель блочной матрицы


с элементами-столбцами высоты n.





             Свойства определителей n-ого порядка





1. При транспонировании матрицы ее определитель не изменяется:


                         � EMBED Equation.2  ���.


Данное свойство означает равноправие строк и столбцов определителя.


Все дальнейшие свойства будем формулировать только для столбцов, подразумевая при этом, что они справедливы и для строк.





2. Если в матрице � EMBED Equation.2  ��� на месте j-ого столбца стоит сумма столбцов


� EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ���, то ее определитель равен сумме определителей со столбцами


� EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ��� в качестве j-ых столбцов и остальными столбцами, как и в


матрице � EMBED Equation.2  ���:


        � EMBED Equation.2  ���.





3. Если один из столбцов матрицы состоит целиком из нулей, то ее


определитель равен нулю.





4. При перестановке двух столбцов матрицы ее определитель меняет знак


          � EMBED Equation.2  ���.





5. Общий множитель элементов одного столбца можно выносить за знак


определителя: � EMBED Equation.2  ���.





6. Если определитель имеет два одинаковых столбца, то он равен нулю.





7. Если один из столбцов определителя есть линейная комбинация других


столбцов, то определитель равен нулю.





8. Если к столбцу определителя прибавить линейную комбинацию других его столбцов, то определитель не изменится.





         Алгебраические дополнения и миноры





     Выберем какой-либо элемент матрица � EMBED Equation.2  ��� и в сумме (1) выделим


группу слагаемых, содержащих этот элемент. Вынесем � EMBED Equation.2  ��� за скобку.


Выражение, которое при этом получится в скобках, называется


алгебраическим дополнением элемента � EMBED Equation.2  ��� и обозначается � EMBED Equation.2  ���.





Алгебраическое дополнение � EMBED Equation.2  ��� не зависит ни от элементов i-ой строки,


ни от элементов j-ого столбца, так как в члене определителя может быть только один элемент из i-ой строки и j-ого столбца.


     Выберем теперь к-ый столбец и разобъем сумму (1) на n групп


слагаемых так, чтобы в первую группу вошли члены определителя, содержащие � EMBED Equation.2  ���, во вторую - � EMBED Equation.2  ���, ..., в n-ую группу - множитель � EMBED Equation.2  ���.


Такое разбиение единственно. Вынося в каждой из n групп за скобки соответствующий элемент к-ого столбца, получим


 (2)                 � EMBED Equation.2  ���.


     Эта формула называется разложением определителя по к-ому столбцу. Таким образом доказана 





     Теорема 1. Определитель равен сумме произведений элементов


какого-либо столбца на соответствующие им алгебраические дополнения.





     Теорема 2. Сумма произведений элементов какого-либо столбца на


соответствующие алгебраические дополнения другого столбца равна нулю.





     Определение 6. Пусть в матрице � EMBED Equation.2  ��� вычеркнуты i-ая строка и


j-ый столбец. Оставшийся определитель (n-1)-ого порядка называется


минором элемента � EMBED Equation.2  ��� и обозначается � EMBED Equation.2  ���.





     Теорема 3. Алгебраические дополнения и миноры связаны соотношением  


 (3)            � EMBED Equation.2  ���.





� EMBED Equation.2  ��� Вначале докажем равенство (3) для � EMBED Equation.2  ���. Очевидно, что


         � EMBED Equation.2  ���.


Для � EMBED Equation.2  ��� получим то же самое выражение, если учтем равенство


                  � EMBED Equation.2  ���.


Для доказательства формулы (3) для любых � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ��� рассмотрим


определитель � EMBED Equation.2  ���. Переставляя строки и столбцы


этого определителя так, чтобы единица заняла место в левом верхнем углу, получим  определитель � EMBED Equation.2  ���. � EMBED Equation.2  ���














     Теорема 4. Определитель произведения двух квадратных матриц


одного порядка равен произведению их определителей:


                � EMBED Equation.2  ���.


� EMBED Equation.2  ���  Докажем теорему на примере матриц третьего порядка (для матриц 


n-ого порядка доказательство проводится аналогично).


� EMBED Equation.2  ���      � EMBED Equation.2  ���.


Для преобразования последнего выражения воспользуемся� EMBED Equation.2  ���свойствами 2,4,5 и 6 определителей:


� EMBED Equation.2  ���   � EMBED Equation.2  ���


 � EMBED Equation.2  ��� 


                � EMBED Equation.2  ���                                       � EMBED Equation.2  ���





     Теорема 5. Определитель треугольной матрицы равен произведению


элементов матрицы, стоящих на главной диагонали:


             � EMBED Equation.2  ��� .


� EMBED Equation.2  ��� Доказательство проводится разложением матрицы и ее миноров по


первому столбцу.                                                 � EMBED Equation.2  ���





    Примеры.





1. Вычислить определитель третьего порядка: � EMBED Equation.2  ���


2. Вычислить определитель четвертого порядка:


         � EMBED Equation.2  ���.





Умножим последовательно первую строку на (-2), (-5)и (-6) и прибавим соответственно во второй, третьей и четвертой строке. По свойству 8


значение определителя не изменится, поэтому получим:


         � EMBED Equation.2  ���.





Теперь последовательно домножим вторую строку на 13 и 4 и прибавим


соответственно к третьей и четвертой строке:


         � EMBED Equation.2  ���.

















     Задачи.





1. Вычислить определители второго порядка:


а) � EMBED Equation.2  ���; б) � EMBED Equation.2  ���; в) � EMBED Equation.2  ���; г) � EMBED Equation.2  ���; д) � EMBED Equation.2  ���;


е) � EMBED Equation.2  ���; ж) � EMBED Equation.2  ���; з) � EMBED Equation.2  ���;


и) � EMBED Equation.2  ���; к) � EMBED Equation.2  ���; л) � EMBED Equation.2  ���; м) � EMBED Equation.2  ���.





2. Вычислить определители третьего порядка:


а) � EMBED Equation.2  ���; б) � EMBED Equation.2  ���; в) � EMBED Equation.2  ���; г) � EMBED E
